XII. ANALYTICKA GEOMETRIE KVADRATICKYCH UTVARU

Pozn.:

Pozn.:

$§1. Transformace souradnvch soustav

V dal$im budeme studovat kvadratické ttvary v E, , v niZ bude ddna bud’ ASS urcena
pocatkem a dvéma linearn€ nezavislymi vektory, nebo KSS, kdy jsou bazové vektory

navic navzajem kolmé a jednotkové.
Necht' (P, e ,e,) je ASS (1), P[0;0],,, € (1;0),, €,(0;1) .
Plati: X =[x, y], < PX =x Le, + yLe,

U=,y = u=ue +ue,

Necht' (Q,u,v) je ASS (2), Q[0;0],,,#(1;0),,, v(0;1),),
Old,- g2 1y » Uty 1y) > V(v )
Plati: @ =gq,¢, *+q,é,

Uu=ue +u,e,

v =ve tv,e,

Necht' X[x, y],,, X[x',y'],, je libovolny bod v E, .
Plati: Q_)f =x'u +y'v

—_—

Plati: PX = PQ+ QX

Dosazeni: xé, + yé, = q,é, +q,é, +x'i + y'Vv =q,é, +q,é, + x'(ué, +u,é,) +

] — — B ] ] — ] ]
+y(ve tv,e,)=¢e(q, txu +yv)+te,(q, txu, +yv,)
_), — U I

e. x=q txutyy

. — U I
& y=qg,txu, tyv,

nékdy piseme spole¢né: | X = O +x'ii + y'¥|

Necht' (P,é€,,¢,) je ASS (1), (Q,i,V) je ASS (2); Olq,.4,]), (g, uy) ), VO, v, ()
¢,(1;0),), €,(0;1) ;. Necht” X O E,; X[x, y],,, X[x,¥'],, -

Pak soutfadnice bodu X v soustavéch (1), (2) jsou vazany vztahy:
x=q, txu +y'v,

— I 1}
y=q, t*xu, +yv,

[Dk. V ptedchozi poznamce]



Def.:  Rovnice z V.1.1. nazyvame transformacnimi rovnicemi mezi soufadnymi soustavami (1) a
(2) pro soutradnice bodu.

Pozn.: Transformacni rovnice zapsané maticovou rovnici:
I
X u, v X
y q, U, v, ) \Yy

. X q, u v x' ) )
Oznaéme =X, =0, =A| | [FX =>X=0+ALKX".
y q, u, v, y

Matice A se nazyva matici piechodu od soustavy (2) k soustave (1).
Matice A je vzdy regularni (tzn. |A| #0), nebot’ i,V jsou linedrné nezavislé.

Pozn.: Nasobeni matic:

1 5
a b ¢ d 5 € all+b2+cB3+dd al3+bl6+cT+d[8
AB=|e [ g h 3 7 =|lel+ f2+g[3+hld e53+fl6+g[T+h[8
i j k id+j2+k3+[4 i5+j6+k[T+I(8

4

Nasobeni matic neni komutativni, nasobit je moZné pouze ty matice, z nichZ prvni matice
ma stejny pocet sloupci jako druhd matice fadku.

Pt.. Maticovymi operacemi vyjadiete nové souradnice pomoci starych.

] -1
XJ = (6]1 ] + (ul " ) [EX,J /[EM1 vl] zleva, nebot A [A=E
y q, u, Vv, y u, v,
o) G
u, v, y q, y'

-1 T

U, V1J _ 1 EE vy _uzj _ 1 ( V) _V1j

U, " v, =,V \=vi i Wy, v\~ U, U
[ ——

4

Va V

Dosazeni: Tl Wve Ty WYy Ty Xl _[ %
Yy ) u, y 4,

Uy —Uy, UV — U,

Pozn.: Odvozeni transformacénich rovnic pro souradnice vektoru:
Dano: (P,&,é,) — (1), (0., V) = (2), Qlg,. @, 11,1ty 11,) ), (0,15,
libovolny vektor w = (w;,w,), = (W}, w;)

w=we +w,e, = wii + W,y = w (ué, +u,é,) +w,(vé +v,6,) =
= 51(W{”1 + W’2V1) + Ez(wiuz + Wévz)

—

. =wiy +w
e W =wu twyy,

. —_ ] + !
e W, =wu, +wy,




Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

§2. Definice kuzelose¢ky

Necht' v E, je dana ASS (P,é,,¢,).

Necht’ je dana rovnice |a,,x° + 2a,Xy + a,,y” + 2a,,x + 2a,,y + a,, = 0| (¥), kde

a; UR; 1, ) D{1’2’3}’ alzl + alzz + azzz 70 ([all’alz’azz] 7 [0’0’0])'

Pak mnoZinu vSech bodi X[x, y]UE,, jejichZ soufadnice vyhovuji rovnici (*), nazyvdme
kuzeloseckou.

a) Jsou-li dany 2 rovnice, které se 1i$i jen redlnym nisobkem, jsou povazovany za 2
rovnice téze kuzelosecky.

b) Jsou-li ddny 2 rovnice typu (*) aniZ by jedna byla nasobkem druhé, pak piislusné
kuzelosecky povazujeme za rizné, i kdyby mély stejnou mnozinu feseni
(napt. x>+ y*> =0=bod [0;0], 2x* + y> =0=>bod [0;0]).

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize pro vSechny prvky i, j U{1,2,...,n} plati
a; = a;, pak matici A nazveme symetrickou (prvky symetrické podle hlavni diagonaly
jsou stejné).

a, 4, dy
Necht’ & je kuZelosecka dana rovnici (*). Symetrickou matici A=| a,, a,, a,,
i3 Gy Ay

nazveme matici kuZelosecky k.

Maticovy zapis rovnice kuZelosecky:

x
(x y 1)D4 y|=0
1

Vyhovuji-li rovnici kuZelosecky soufadnice alespoil jednoho bodu, nazyvame kuzelosecku
bodové reélnou.

Nevyhovuji-li rovnici kuZelosecky soutadnice Zadného bodu, nazyvame kuZelosecku
forméalné realnou.

§3. Priusecik primky s kuzelose¢kou

Je déna kuZelosetka k : a,,x* +2a,,xy + a,,y* +2a,,x +2a,,y + a,, =0 a ptimka
p:p(B,u)

B[b,,b, ], u(u,,u,)

xX=b *tu,y=b,+tu,

x* =b} +2bu, +t7u;

v =b} +2thu, +t°u;

xy =bb, +t(bu, +byu,) +1t* [yu,

Roznasobenim a vytknutim ¢>,7',7° ziskdvame rovnici |At> +2Bt+c=0




Diskuze: 1) A=0=2Bt+(C=0:a) BZ0:t= —é -1 feSeni, kuzelosecka ma

s pfimkou 1 spole¢ny bod
b) B=0:
1) C#0:0r#0 = kuZeloseCka nema
s pfimkou spole¢ny bod
ii) C =0:0f = 0= kazdy bod kuzelosecky
lezi na pfimce
2) A20:D=4B>-4AC =4(B*> - AC)
a) B> > AC = D >0 = 2 spole¢né body
b) B> = AC = D =0= 1 spole¢ny bod
¢) B> < AC = D < 0= 7idny spole¢ny bod

$§4. Kanonicky tvar rovnice kuzelose¢ky

s 1. 2 2 _ 2 2 2 .
Necht k:a,,x” +2a,xy+a,y” +2a,x+2a,y+a,; =0, a;, +a, ta;, #0 je
kuZelosecka.

Kazdou kuzelosecku 1ze vhodnou transformaci soufadné soustavy pievést na jeden

z nasledujicich 9 tvart, které nazyvdme kanonickymi rovnicemi kuZelosecky:
2 2

Xy
)=+ =1

2 2

X Yy

2) +2=-1
x2 y2

3 — ===

@) y* =2px, p>0

5) y =k*x*, k>0

(6) y* =—k’x*, k>0

(7 y*=r*,r>0

(8) y2 =—r’,r>0

9) y*=0

[Dk.: ¢lenu s xy se zbavime otofenim soustavy soufadnic, v§echny ostatni ¢leny
upravime posunutim kuZelosecky.]

Def.: KuzZelosecku o rovnici (1) nazveme elipsou, €isla a,b poloosami elipsy (obr.5).
KuZeloseCku o rovnici (2) nazveme imaginarni elipsou (kuZelosecka formaln¢ realna).
KuzZelosecku o rovnici (3) nazveme hyperbolou, ¢isla a,b poloosami hyperboly (obr.6).
KuZelose€ku o rovnici (4) nazveme parabolou, Cislo p parametr paraboly (obr.4).
KuZelosecka o rovnici (5) jsou 2 riznobézky (obr.3).

KuZelosec€ka o rovnici (6) je bod (obr.1).

KuzZelosecka o rovnici (7) jsou 2 rizné rovnob&zky (fez roviny valcovou plochou).
KuzZelosecka o rovnici (8) je prazdnd mnoZina (2 imaginarni rovnob€zky), (kuZelosecka
formalné realna).

KuZelosec€ka o rovnici (9) je dvojna ptimka (obr.2).

Def.:  Specidlnim ptipadem elipsy pro a = b je kruZnice.



Pozn.:  VSechny kuZelosecky miiZzeme ziskat jako fez roviny kuZelovou plochou.

Yy Yy Yy
(o) T [e] T O, T
1. Single point 2. Single line 3. Pair of lines
Y Y
ann i

4. Parabola 5. Ellipse 6. Hyperbola

Def.:  Necht k je kuzelosecka, A jeji matice.
KuZeloseCku nazyvime regulirni < |A| # 0 (tedy matice A je regularni).

KuZelosecku nazyvame singularni < |A| =0 (tedy matice A je singularni).

Pozn.: KuZeloseCky 1.-4. z V.4.1. jsou regularni, 5.-9. singulérni.



